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СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ  
ЗАДАЧИ ДИФРАКЦИИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ  
НА СИСТЕМЕ НЕПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ ТЕЛ И ЭКРАНОВ1 

 
Аннотация.  
Актуальность и цели. Теоретическое исследование векторной задачи рас-

сеяния электромагнитной волны препятствием сложной формы, состоящим  
из нескольких объемных тел и бесконечно тонких абсолютно проводящих 
экранов.  

Материалы и методы. Задача рассматривается в квазиклассической поста-
новке (решение разыскивается в классическом смысле всюду, за исключением 
края экранов); для доказательства теоремы единственности решения краевой 
задачи применяются классические интегральные формулы анализа, распро-
странимые на пространства функций Соболева; для доказательства существо-
вания и гладкости решения задачи применяются элементы теории эллиптиче-
ских псевдодифференциальных операторов на многообразиях с краем.  

Результаты. Сформулирована квазиклассическая постановка задачи ди-
фракции; доказана теорема о единственности квазиклассического решения 
скалярной задачи дифракции; доказана теорема о фредгольмовости системы 
интегродифференциальных уравнений; установлена гладкость решения этой 
системы.  

Выводы. Полученные результаты могут быть использованы для исследова-
ния более сложных задач электродинамики, а также для теоретического обос-
нования численных методов их решения. 

Ключевые слова: задача дифракции, квазиклассические решения, теорема 
единственности, пространства Соболева, фредгольмов оператор, эллиптиче-
ский псевдодифференциальный оператор. 
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EXISTENCE AND UNICITY OF THE SOLUTION OF THE 
DIFFRACTION PROBLEM FOR AN ELECTROMAGNETIC WAVE 
ON A SYSTEM OF NON-INTERSECTING BODIES AND SCREENS 

 
Abstract.  
Background. The aim of this work is to theoretically study the vector problem of 

electromagnetic wave scattering by an obstacle of complex shape consisting of sev-
eral solid bodies and infinitely thin absolutely conducting screens.  

Material and methods. The problem is considered in the quasiclassical statement 
(solution is sought in the classical sense everywhere except for the screen edge); to 
prove the theorem of uniqueness of the solution to the boundary value problem, the 
authors used classical integral formulas generalized for the elements of the Sobolev 
spaces; to prove existence and continuity of the solution, the researchers applied the 
theory of elliptic pseudodifferential operators over bounded manifolds.  

Results. The quasiclassical statement of the electromagnrtc wave diffraction 
problem has been suggested; the theorem of uniqueness of the quasi-classical solu-
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tion to the boundary value problem was proved; the Fredholm property of the matrix 
integro-differential operator was established; the theorem on continuity of solutions 
to the integro-differential equations was proved.  

Conclusions. The obtained results can be used in the study of more complicated 
diffraction problems as well as for validation of numerical methods for their approx-
imate solution. 

Key words: diffraction problem, quasi-classical solutions, uniqueness theorem, 
Sobolev spaces, Fredholm operator, elliptic PsDO 

Введение 

В статье [1] впервые рассмотрен новый класс задач дифракции элек-
тромагнитных волн, в которых рассеивающая структура образована многооб-
разиями различной размерности – задача рассматривается в квазиклассиче-
ской постановке (решение разыскивается в классическом смысле всюду, за 
исключением края экранов); исходная краевая задача для системы уравнений 
Максвелла сводится методами теории потенциала к системе интегродиффе-
ренциальных уравнений по областям и поверхностям рассеивателей. Для 
приближенного решения системы уравнений в [1] применен метод Галеркина 
с выбором кусочно-линейных финитных базисных вектор-функций. 

Данная работа посвящена теоретическому исследованию описанной за-
дачи. Во-первых, доказывается теорема единственности квазиклассического 
решения поставленной задачи дифракции. Доказательство этой теоремы во 
многом напоминает доказательство аналогичного утверждения для решения 
скалярной задачи дифракции [2]: исходная краевая задача сводится к задаче со-
пряжения в нескольких подобластях свободного пространства; из классических 
интегральных соотношений и условий излучения следует, что решение зада-
чи сопряжения (а следовательно, и исходной задачи) единственно.  

Исходная краевая задача сводится методами теории потенциала [3, 4]  
к системе интегродифференциальных уравнений [1]. Из известных результа-
тов о поведении поля вблизи края абсолютно проводящего экрана следует 
необходимость рассматривать полученные уравнения как псевдодифферен-
циальные в пространствах Соболева сечений векторных расслоений. В работе 
определены пространства решений системы интегродифференциальных 
уравнений; показано, что решение ее является гладким во внутренних точках 
рассеивателей; кроме того, установлена фредгольмовость матричного инте-
гродифференциального оператора рассматриваемой задачи дифракции. 

1. Постановка задачи дифракции 

Сформулируем кратко математическую постановку задачи дифракции 
для случая рассеивателя, состоящего из одного тела и одного экрана – более 
общий случай нескольких экранов и тел рассмотрен в [1]. 

Пусть Ω  – связная ориентируемая незамкнутая ограниченная 

поверхность класса C∞  в 3 , являющаяся абсолютно проводящей, с 

кусочно-гладким краем; 3:= { : ( , ) < }x dist xδ∂Ω ∈ ∂Ω δ  – трубчатые 
окрестности края экрана. Пусть Q  – ограниченная область с кусочно-гладкой 

(класса 1C ) границей, причем = .Q∩Ω ∅  Тело Q  – диэлектрически 
неоднородное и анизотропное с гладкой тензор-функцией ( )xε  такой, что  
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= Tε ε 
 и Re 0,ε >  Im 0ε ≥  в Q . Свободное пространство однородно и 

изотропно c постоянными , ,e eε μ  причем Im 0,eε ≥  Im 0,eμ ≥  Im 0,ek ≥  

= .e e ek ω ε μ  

Ниже ,P+  P−  – произвольные области, внешняя и внутренняя 

соответственно к Ω  и такие, что P±Ω ⊂ ∂ , а 0,Ej  – ток, локализованный вне 

рассеивателей: 0,( ) ( ) = .Esupp Q∩ Ω∪ ∅j   

Требуется определить полное электромагнитное поле ( , ) :E H   

( ) ( )2 1( , ) ( ) \c cC Q C Q∈ ∂ ∪Ω ΩE H    

 1

>0 >0

( ) ( \ ) ( \ ),C Q C P C P
+ −

δ δ
δ δ

∂Ω ∂Ω     (1) 

удовлетворяющее в 3 \ ( )Q∂ ∪Ω :  

– уравнениям Максвелла: 

 0,

0

rot = ,

rot = ,
Ei

i

− ωε +
 ωμ

H E j

E H


  (2) 

– условиям непрерывности касательных компонент на границе области 
неоднородности:  

 [ ] | = [ ] | = 0,Q Qτ ∂ τ ∂E H   (3) 

– краевому условию на поверхности экрана Ω  (за исключением точек 
его края): 

 = 0,τ ΩE   (4) 

– условиям конечности энергии в любом ограниченном объеме 
пространства: 

 3
2,, ( )locL∈E H    (5) 

– условиям излучения Зоммерфельда на бесконечности для рассеянного 
поля  

 
( , )

( , ) = (1 / ), ,s s
e s sik o r r

r

∂ − → ∞
∂

E H
E H   (6) 

где 3=| |, .r x x∈  

Определение 1. Решение ,E H  задачи (2)–(6), удовлетворяющее 
условиям (1), называется квазиклассическим.  

Теорема. Неоднородная задача (2)–(6) имеет не более одного решения.  
Доказательство. В силу линейности задачи достаточно установить, что 

однородная краевая задача для рассеянного поля ,s sE H  может иметь лишь 

тривиальное решение.  
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Эта краевая задача формулируется следующим образом: 

, , ,
rot =

, [ ] | = [ ] | = 0, = 0,
rot =

s s
s Q s Q s

s e s

i

i τ ∂ τ ∂ τ Ω
− ωε

 ωμ

H E
E H E

E H


 

Также для ,s sE H  предполагаются выполненными условия излучения. 

Дополним экран Ω  до произвольной кусочно-гладкой односвязной 
замкнутой ориентируемой поверхности 1V∂ , охватывающей ограниченную 

область 3
1V ⊂   и такой, что 1 = .Q V∩ ∅  

Пусть := (0)RB B  – шар достаточно большого радиуса R  такой, что 

1, .Q V B⊂  Пусть 2 = .V Q  Определим также области 1 23 := \ ( )V B V V∪   

с границей 3 1 2=V B V V∂ ∂ ∪∂ ∪∂  и 4 = .
c

V B  

Рассматриваемую краевую задачу для рассеянного поля сведем к задаче 
сопряжения в областях lV  (ниже приняты обозначения ,l lE H  для ,s sE H  в lV ):  

2 2

2 2

rot = , rot = ,
= 1,3,4;

rot = , rot = ,
l e l

l e l e

i i
l

i i

− ωε − ωε 
 ωμ ωμ 

H E H E

E H E H


 

2, 3, 2, 3, 3, 4, 3, 4,| = | ; | = | ; | = | ; | = | ;Q Q Q Q B B B Bτ ∂ τ ∂ τ ∂ τ ∂ τ ∂ τ ∂ τ ∂ τ ∂E E H H E E H H  

1, 3, 1, 3, 1, 3,
1 1 1 1

| = | ; | = | ; | = | = 0.
\ \ \ \V V V Vτ τ τ τ τ Ω τ Ω∂ ∂ ∂ ∂Ω Ω Ω ΩE E H H E E  

Условия излучения Зоммерфельда заменим эквивалентными условиями 
Сильвера – Мюллера [5]: 

4 4

4 4 4 4

4 4

, = (1 / ), Im > 0,

= (1 / ), = (1 / ) ,

, = (1 / ), Im = 0.
r r

o r k

o r o r r

O r k

× − × − →∞
E H

H e E E e H

E H

 

Применим лемму Лоренца  

( , ) = ( , ) ( , ) ( , ) ( , )H E H E

V V

ds dV

∂

′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′′ ′′ ′× − × + − − E H E H n j H j E j H j E  

в ограниченных областях 1 2,V V  и 3.V   

Опишем подробно эту процедуру для неоднородной области 2 = .V Q  

Наряду с исходной системой уравнений Максвелла  

2 2

2 2

rot ,

rot e

i

i

= − ωε
 = ωμ

H E

E H


 

рассмотрим еще систему уравнений для комплексно-сопряженного поля  

2,E  2H :  

2 2

2 2

rot = ,

rot = .e

i

i

 ωε


− ωμ

H E

E H


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Заменяя 2E  на 2−E , получим  

2 2 2 2

2 2 22

rot = = ( ) ,

rot = = ( ) .e ee e

i i i

i i i

 − ωε − ωε + ω ε − ε


ωμ ωμ − ω μ −μ

H E E E

E H H H

     

  

Применяя лемму Лоренца к полям 2= ,′E E  2= ,′H H  2= ,′′E E  2=′′H H  

и токам 2= ( ) ,E i′′ ω ε − εj E
    2= ( ) ,H e ei′′ ω μ −μj H  получим следующее 

равенство: 

22 2 2( , )

Q

ds

∂

× − × = E H E H n  

2 2 22(( ) , ) (( ) , )e e
Q Q

i dv i dv= − ω ε − ε + ω μ −μ E E H H
   . 

Заменяя теперь 2E  на 2−E  и учитывая свойства сред, получим  

 2 2 2 22 2( , ) = (( ) , ) .

Q Q

ds i dv

∂

× + × ω ε − ε E H E H n E E
 

  (7) 

В ограниченных областях 1V  и 3V  получаются аналогичные 

соотношения:  

 

1

1 1 1 11 1

\

( , ) = (( ) , ) ,e e

V V

ds i dv

∂ Ω

× + × ω ε − ε E H E H n E E   (8) 

 

1

3 3 3 33 3
\ 3

( , ) = (( ) , ) .e e
Q V B V

ds i dv

∂ ∪∂ Ω∪∂

× + × ω ε − ε E H E H n E E   (9) 

Из условий излучения получим 

3 3 33 3 3( , ) = 2 Re ( , ) =

B B

ds ds

∂ ∂

× + × × E H E H n E H n  

3 33 3= 2 Re (( (1 / )) , ) = 2 Re (( ) , ) (1) =

B B

o r ds ds o

∂ ∂

× + × × × + H n H n H n H n  

2 2
33 3 3,= 2 Re ( , ) (1)=2 | | (1) =2 | | (1)

B B B

ds o ds o ds oτ
∂ ∂ ∂

× × + × + +  H n H n H n H . 

Сложим равенства (7), (8) и (9): 

 2
2 23,

=1,3

2 | | (Im , ) (Im , ) = (1),l le
lB Q Vl

ds dv dv oτ
∂

+ ε + ε  H E E E E


  (10) 

и рассмотрим несколько случаев. 

Пусть сначала Im > 0ε  всюду в .
cΩ  Из условий излучения и (10) 

следует сразу, что , 0≡E H  во всем пространстве. 
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Если Im ( ) > 0xε  в Q  и Im = 0eε  в свободном пространстве, то  

2
2 23,2 | | (Im , ) = (1).

B Q

ds dv oτ
∂

+ ε H E E


 

Так как оба слагаемых здесь неотрицательны, то  

2
2 23,| | = (1), ; (Im , ) = 0

B Q

ds o R dvτ
∂

→ ∞ ε H E E


. 

В силу леммы Реллиха из первого равенства заключаем, что , 0s s ≡E H  

вне рассеивателей; из второго равенства следует 2 2, 0≡E H  в .Q  
Наконец, если диэлектрическая проницаемость всюду вещественна и 

положительна в 3 \Ω , снова из леммы Реллиха получаем , 0s s ≡E H  вне 

рассеивателей; равенство 2 2, 0≡E H  в Q  также сохраняется [6]. Доказа-
тельство завершено.  

2. Интегродифференциальные уравнения задачи дифракции 

Рассмотренная краевая задача сводится к операторному уравнению 

 ( , )L =J u f


.  (11) 

Здесь 
( )
0

x
I

ε 
= − ε 

J E
 

 – неизвестный вектор тока поляризации в Q ;  

u  – неизвестная поверхностная плотность тока, представляющая собой ка-
сательное к Ω  векторное поле. Правая часть есть вектор 0, 0,( , )Q τ=f E E , где 

0,QE  – сужение падающего поля Q , а 0,τE  – его касательная составляющая 

на экране.  
Матричный оператор L


 имеет вид 

1
1 2

2

00
= = .

00

KA
L L L

KS

  + +   
   

  
 

Здесь операторы ,A  S , iK  определяются равенствами  

2:= ( ) ( graddiv) ( , ) ( ) ,e

Q

A x k G x y y dyξ − + J J J


 

2:= ( graddiv) ( , ) ( ) ,e yS k G x y y ds

Ω τ

 
 − +
 
 

u u  

2
1 := ( graddiv) ( , ) ( ) ,e yK k G x y y ds

Ω

− + u u  

2
2 := ( graddiv) ( , ) ( )e

Q

K k G x y y dy

τ

 
 − +
 
 

J J  
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и рассматриваются как отображения в следующих пространствах: 

2 2

1 2 2 2

:= ( ) ( ), := ( ) ( ),

:= ( ) ( ), := ( ) ( ).

A L Q L Q S W W

K W L Q K L Q W

′→ Ω → Ω
′Ω → → Ω

J u

u J
 

Пространство = ( )W W Ω  сечений векторных расслоений было введено 

в монографии [4] как замыкание пространства 0 ( )C∞ Ω  по норме :W⋅    

2 2 2
1/2 1/2= | div .W − −+u u u      

Здесь 2
1/2−u   обозначает норму в пространстве Соболева 1/2( )H − Ω , 

пространство = ( )W W S′ ′  – антидвойственное к W . 

Решение уравнения (11) – пара 2( , ) ( ) ( )L Q W∈ × ΩJ u .  

Теорема 2. В выбранных пространствах оператор L


 является 
фредгольмовым оператором с нулевым индексом.  

Доказательство. В силу ограничений, наложенных на тензор 
диэлектрической проницаемости, оператор A


 является фредгольмовым  

в 2( )L Q  [7]. Оператор : ( ) ( )S W W ′Ω → Ω  фредгольмов, так как всюду вне 

экрана выполнено условие 0ek ≠  [4]. Следовательно, 1L


 – фредгольмов. 

Оператор 2L


 компактен, так как тело и экран не пересекаются и, 

следовательно, ядра обоих операторов 1K  и 2K  являются бесконечно 

дифференцируемыми. Таким образом, 1 2=L L L+
  

 – фредгольмов оператор  

в выбранных пространствах. Теорема доказана. 
Покажем теперь, что решение системы (11) является гладким. По 

предположению 0,( ) ( ) =Esupp Q∩ Ω∪ ∅j , следовательно, 0, ( )Q C Q∞∈E  и 

0, ( )C∞τ ∈ ΩE . Из эллиптичности оператора : ( ) ( )s s
comp locA H Q H Q→  (см. [7]) 

и гладкости 1K u  в Q  (так как =QΩ∩ ∅ ) следует, что ( ).C Q∞∈J  

Аналогично, эллиптичность оператора S  [4] влечет гладкость u  в .Ω  Таким 
образом, верно 

Утверждение. Если решение 2( , ) ( ) ( )L Q W∈ × ΩJ u  системы (11) 

существует, то J  и u  бесконечно дифференцируемы во внутренних точках 
Q  и Ω  соответственно.  
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